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1 はじめに
この補足資料では、状態変数が従うマルコフ過程の遷移行列を推定する方法を解説する。本資料では

最尤法に基づき推定値および標準誤差を求める。なお、最尤法の解説については以下の教科書等を参考
にされたい。

• 末石直也 （2015） 「計量経済学 ミクロデータ分析へのいざない」 日本評論社
• Greene, W. (2017) Econometric Analysis, Pearson
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2 走行距離の遷移行列
走行距離mt は 21のビンに分けられ、κ = (κ1, κ2)をパラメータとする以下の 21× 21の遷移行列で

表されるマルコフ過程に従う。

Pm =



1− κ1 − κ2 κ1 κ2 0 · · · 0

0 1− κ1 − κ2 κ1 κ2 · · · 0

0 0 1− κ1 − κ2 κ1
. . . 0

0 0 0 1− κ1 − κ2
. . . 0

...
...

...
...

. . .
...

0 0 0 0 1− κ1 − κ2 κ1 + κ2

0 0 0 0 0 1


今回は、真の κは (κ1, κ2) = (0.25, 0.05)として、データを生成している。
ここで観察されたデータから最尤法を用いて κを推定しよう。確率 1− κ1 − κ2, κ1, κ2, κ1 + κ2 それ

ぞれに対応する事象を A1, A2, A3, A4 としよう。そして、データセットにおける各観測を ai とし、これ
は状態の遷移 (ある期における走行距離から、次の期における走行距離への遷移)を捉える。そして、ai

は上記の各事象のどれか一つに該当する。
尤度関数は以下のように与えられる。

Lm(κ) =
N∏
i=1

(1− κ1 − κ2)
1{ai=A1}κ

1{ai=A2}
1 κ

1{ai=A3}
2 (κ1 + κ2)

1{ai=A4}︸ ︷︷ ︸
≡f(ai;κ)

なお、N はデータセットのサンプルサイズである。この尤度関数について対数をとった対数尤度関数は
以下のように書き直すことができる。

logLm (κ) =

N∑
i=1

{1{ai = A1} log(1− κ1 − κ2) + 1{ai = A2} log κ1 + 1{ai = A3} log κ2 + 1{ai = A4} log(κ1 + κ2)}

確率 1− κ1 − κ2, κ1, κ2, κ1 + κ2 それぞれに対応する事象が実現したケースの数を x1, x2, x3, x4 とす
る。すなわち、xj =

∑N
i=1 1{ai = Aj}である。このとき対数尤度関数は

logLm (κ) = x1 log (1− κ1 − κ2) + x2 log κ1 + x3 log κ2 + x4 log (κ1 + κ2)
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となる。この対数尤度関数の最大化の一階条件は

∂

∂κ
logLm (κ) =

(
− x1

1−κ1−κ2
+ x2

κ1
+ x4

κ1+κ2

− x1

1−κ1−κ2
+ x3

κ2
+ x4

κ1+κ2

)
= 0

であり、連立方程式を解いて

κ̂1 =
x2 (x2 + x3 + x4)

(x2 + x3) (x1 + x2 + x3 + x4)

κ̂2 =
x3 (x2 + x3 + x4)

(x2 + x3) (x1 + x2 + x3 + x4)

が κの最尤推定量になる。
次に漸近分布について考えよう。最尤推定量の漸近正規性より、

√
N(κ̂ − κ)

d→ N
(
0, Im (κ)−1

)
と

なる。ここで Im (κ)は情報行列（information matrix）であり、以下として定義される。

Im (κ) ≡ −E
[
∂2 log f(ai;κ)

∂κ∂κ′

]
= −E

[(
− 1{ai=A1}

(1−κ1−κ2)
2 − 1{ai=A2}

κ2
1

− 1{ai=A4}
(κ1+κ2)

2 − 1{ai=A1}
(1−κ1−κ2)

2 − 1{ai=A4}
(κ1+κ2)

2

− 1{ai=A1}
(1−κ1−κ2)

2 − 1{ai=A4}
(κ1+κ2)

2 − 1{ai=A1}
(1−κ1−κ2)

2 − 1{ai=A3}
κ2
2

− 1{ai=A4}
(κ1+κ2)

2

)]

漸近共分散行列は Im (κ)−1 は母平均を標本平均で置き換えることで以下のように推定する。

Îm (κ̂)−1 =

[
− 1

N

N∑
i=1

(
∂2 log f(ai; κ̂)

∂κ∂κ′

)]−1

= −N

(
− x1

(1−κ̂1−κ̂2)
2 − x2

κ̂2
1
− x4

(κ̂1+κ̂2)
2 − x1

(1−κ̂1−κ̂2)
2 − x4

(κ̂1+κ̂2)
2

− x1

(1−κ̂1−κ̂2)
2 − x4

(κ̂1+κ̂2)
2 − x1

(1−κ̂1−κ̂2)
2 − x3

κ̂2
2
− x4

(κ̂1+κ̂2)
2

)−1

κ̂の漸近標準誤差は、Îm (κ̂)−1 /N の対角成分の平方根として与えられる。
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3 価格の遷移行列
価格 pは {2000, 2100, 2200, 2300, 2400, 2500}のうち 1つの値を取りうる。pは λをパラメータとす

る以下の遷移行列で表されるマルコフ過程に従う。

Pp =



λ1,1 λ1,2 λ1,3 λ1,4 λ1,5 λ1,6

λ2,1 λ2,2 λ2,3 λ2,4 λ2,5 λ2,6

λ3,1 λ3,2 λ3,3 λ3,4 λ3,5 λ3,6

λ4,1 λ4,2 λ4,3 λ4,4 λ4,5 λ4,6

λ5,1 λ5,2 λ5,3 λ5,4 λ5,5 λ5,6

λ6,1 λ6,2 λ6,3 λ6,4 λ6,5 λ6,6


ここで ∑6

k=1 λj,k = 1, j = 1, 2, 3, 4, 5, 6 が成立することに注意する。j = 1, 2, 3, 4, 5, 6, k =

1, 2, 3, 4, 5, 6 について λj,k に対応する事象を Bj,k としよう。そして、データセットにおける各観測を
bi とし、これは状態の遷移 (ある期における価格から、次の期における価格への遷移) を捉える。そし
て、bi は上記の各事象のどれか一つに該当する。
尤度関数は以下のように与えられる。

Lp (λ) =

N∏
i=1

6∏
j=1

6∏
k=1

λ
1{bi=Bj,k}
j,k︸ ︷︷ ︸

≡f(bi;λ)

j = 1, 2, 3, 4, 5, 6, k = 1, 2, 3, 4, 5, 6について λj,k に対応する事象が実現した観察の数を yj,k とする。す
なわち、yj,k =

∑N
i=1 1{bi = Bj,k}である。このとき対数尤度関数は

logLp (λ) =

6∑
j=1

6∑
k=1

yj,k log (λj,k)

となる。ここで

Lpj (λj) =

N∏
i=1

6∏
k=1

λ
1{bi=Bj,k}
j,k︸ ︷︷ ︸

≡fj(bi;λj)

, j = 1, 2, 3, 4, 5, 6

とすると logLpj (λj) =
∑6

k=1 yj,k log (λj,k) , j = 1, 2, 3, 4, 5, 6が成り立ち、

logLp (λ) =

6∑
j=1

logLpj (λj)
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となる。λj,j = 1 −
∑

k ̸=j λj,k であることを利用して、各 j について logLpj (λj)を λj = (λj,k)k ̸=j に
より最大化すればよい。最大化の一階条件は

∂

∂λj
logLpj (λj) = 0

で、計算すると − yj,j

λj,j
+ yj,k

λj,k
= 0, k ̸= j となる。このとき最尤推定量は λ̂j,k = yj,k∑6

k=1 yj,k
となる。

続いて漸近分布について考えよう。最尤推定量の漸近正規性より、
√
N(λ̂−λ)

d→ N(0, Ip (λ)
−1)とな

る。ここで情報行列（information matrix）Ip (λ)は以下のようなブロック対角行列として与えられる。

Ip (λ) ≡ −E



∂2 log f1(bi;λ1)
∂λ1∂λ′

1
O

∂2 log f2(bi;λ2)
∂λ2∂λ′

2
∂2 log f3(bi;λ3)

∂λ3∂λ′
3

∂2 log f4(bi;λ4)
∂λ4∂λ′

4
∂2 log f5(bi;λ5)

∂λ5∂λ′
5

O ∂2 log f6(bi;λ6)
∂λ6∂λ′

6


対角要素における行列 ∂2 log fj(bi;λj)

∂λj∂λ′
j

は、(5× 5)の行列であり、以下として与えられる。

∂2 log fj(bi;λj)

∂λj∂λ′
j

= −diag

(1 {bi = Bj,k}
λ2
j,k

)
k ̸=j

− 1 {bi = Bj,j}
λ2
j,j

· 15×5

ここで 15×5 は全ての要素が 1であるような 5× 5の行列である。また、diag

((
1{bi=Bj,k}

λ2
j,k

)
k ̸=j

)
は対

角要素が 1{bi=Bj,k}
λ2
j,k

(k = 1, . . . , j − 1, j + 1, . . . , 6)の値を取る 5× 5の対角行列である。
漸近共分散行列 Ip (λ)

−1 は母平均を標本平均で置き換えることで以下のように推定する

Îp

(
λ̂
)−1

= −

diag
( 1

N

N∑
i=1

∂2 log fj(bi; λ̂1)

∂λj∂λ′
j

)
j=1,...,6

−1

ここで diag

((∑N
i=1

∂2 log fj(bi;λ̂1)
∂λj∂λ′

j

)
j=1,...,6

)
はブロック対角行列である。*1また、このブロック対角要素

における行列は

*1 具体的には、diag
(
(Aj)j=1,...,6

)
=



A1 O

A2

A3

A4

A5

O A6


となる。
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N∑
i=1

∂2 log fj(bi; λ̂1)

∂λj∂λ′
j

= −diag

( yj,k
λ2
j,k

)
k ̸=j

− yj,j
λ2
j,j

· 15×5

という形で、上で定義した λj,k に対応する事象が実現した観察の数 yj,k を用いて書くことができる。
以上を踏まえて、最終的に λ̂の漸近標準誤差は、Îp

(
λ̂
)−1

/N の対角成分の平方根として与えられる。
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